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EM13MAT403 -
Analisar e estabelecer
relacdes, com ou sem
apoio de tecnologias
digitais, entre as
representacdes de
funcdes exponencial e
logaritmica expressas
em tabelas e em plano
cartesiano, para
identificar as
caracteristicas
fundamentais
(dominio, imagem,
crescimento) de cada
funcdo.

Construir tabelas de valores para funcdes
exponenciais e logaritmicas, explorando o
comportamento numérico de cada uma.
Resolver problemas envolvendo fun¢des
logaritmicas em contextos como os de
abalos sismicos, pH, radioatividade,
Matematica Financeira, entre outros.
Comparar, com ou sem auxilio de
software, graficos de uma funcdo
exponencial e sua respectiva inversa
(funcdo logaritmica), expressando a
relacdo entre potenciacdo e logaritmo de
nuameros reais de mesma base.

Identificar e descrever os conceitos de
dominio, imagem e crescimento em
funcdes exponenciais e logaritmicas.

D088_M
Utilizar funcao
exponencial na
resolucao de
problemas.

Caro(a) Professor(a),

Informamos que, a partir da Quinzena 14, o Material Estruturado incluird todo o
conteudo relativo a esta quinzena, de modo a nédo haver mais duas capas e
sintetizar o contetido em um tnico volume. Esperamos, assim, que essa mudang¢a
facilite o seu trabalho, planejamento e sua organiza¢éo em sala de aula.

Informamos, ainda, que o periodo de 22 a 26/09 serd destinado a preparacéo para a
3.9 edigéo da Avaliacéo de Monitoramento da Aprendizagem (AMA); por esse motivo, o

material foi reduzido.
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‘Contextualizacao

A

Naturalmente no estudo da funcdo exponencial e equac¢do exponencial podemos
nos deparar com situacdes em que, aparentemente, ndo encontramos uma solugao
de forma simples, observe a equacdo abaixo:
2:C—l—l — 5x

Mesmo com o0 que vimos nas semanas anteriores, ndo conseguimos determinar uma
solucdo de forma simples para essa equac¢do. Neste caso, precisamos de uma
ferramenta um pouco mais avancada para resolver esse tipo de problema: o
logaritmo!

Os logaritmos surgiram no século XVII, desenvolvidos principalmente por John
Napier e Jost Burgi, de forma independente e quase simultaneamente, com o intuito
de simplificar os calculos, ja que transformam multiplicacbes e divisbes em
operacdes mais simples de soma e subtracao.

Com a evolucdo das ciéncias, os logaritmos ganharam a forma de funcao e diversas
aplicacdes de extrema importancia na nossa vida. Vejamos algumas dessas
aplica¢des:

e a escala Richter, usada para mensurar a magnitude de um terremoto, relaciona a
energia liberada pelo terremoto e sua magnitude;

e a escala de pH, usada para medir a acidez ou alcalinidade de solu¢bes na
quimica;

e a intensidade sonora, em decibel, muito usada para analisar condi¢cdes de
trabalho em ambientes com muito barulho;

e arelacdo entre luminosidade e a profundidade em lago.

Nesta semana, nosso objeto de estudo sera o logaritmo, uma ferramenta
extremamente importante para o estudo do mundo natural e seus impactos na vida
humana.

Bons estudos!
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Conceitos e
Contetidos

LOGARITMO

Dados os numeros reais positivosa e b, com a # 1, se b = a entdo o expoente c é
o valor do logaritmo do nimero b na base a. Podemos representar essa definicao

da seguinte forma:
logeb = c < a® =0b.

Por exemplo,
€ log,4 =2, pois 22 = 4. O logs1 =0, pois 8" =1.
0g232 =5, pois 2° = 32. 091010 = 1, pois = 10.
© (09,32 =5, pois 2° =32 A 1091010 = 1, pois 10' =10
_ : 3 __ —2 2

, Se ndo houver um numero identificando a base, isso significa que a base € 10. Chamamos

" esse logaritmo de logaritmo decimal. Veja abaixo:
1
log0,1 = —1, pois 1071 = o= 0,1; logl00 =2, pois 10% = 100.

Sendo a, b, c e m numeros reais, em que a, b e ¢ sdo positivos e a é diferentede 1, a
partir da definicdo de logaritmo acima podemos estabelecer as seguintes
propriedades:
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FUNCAO LOGARITMICA

A funcao logaritmica de base a, coma >0ea # 1, éafuncdo f : R} — R, tal que
f(z) = logaz,
ou seja, a funcdo que associa a cada nimero real positivo x ao namero real log,2.

De modo geral, temos que o dominio da fung¢ao logaritmica dada por f(z) = log,x €
D(f) =R’ e sua imagem é Im(f) =R.

Vejamos alguns exemplos da funcao logaritmica e seus respectivos graficos:

O f(z) = logow

Vamos, inicialmente, construir a tabela de valores:

X f(x) = log,x
1 1

® 1 log()=-2
1 1

© 5 log(y)=-1

o1 log,1=0

o 2 log,2=1

o 4 log,4 =2

Assim, o grafico dessa func¢do é dado por:
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logix
3

0 f(x) =

f(x) = logix

Vamos, inicialmente, construir a tabela de valores:

-1

o8, () -
log; (5) = 1
log:1=10
10g;3 =

o= o

dado por:

aoé

Assim, o grafico desta fung

Esses dois exemplos nos levam a seguinte propriedade da funcdo logaritmica:

7

z

logaritmica é crescente,

enquanto que, se a base for um niumero maior do que 0 e menor do que 1, a

Se a base for um nimero maior do que 1, a fungao
funcao logaritmica é decrescente
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© /f(x) = loga(z + 3)

Observe que, diferentemente dos exemplos anteriores, queremos determinar o
logaritmo de x+3 na base 2. Neste caso, deve-se ter aten¢do especial na definicdo do

dominio: D(f)={zeR/z+3>0}={zeR/z>—-3}.

Desta forma, a funcao esta definida para qualquer valor de x maior do que -3. Dessa
forma, podemos construir nossa tabela de valores:

X f(x) =log,(x+ 3)
5 5 1
o =3 log, (5 + 3) = log, (5) =-1
® -2 log;(—2+3)=log,1=0
® log,(—1+3) =log,2=1
o ! log,(1 + 3) = log,4 =2

Assim, o grafico desta funcao é dado por:

Apesar do dominio ser diferente das demais fun¢des observadas anteriormente, o .
conjunto imagem nao se alterou: Im(f) =R. .
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RELACAO ENTRE O LOGARITMO E A EXPONENCIAL

Voltemos, brevemente a definicdo do logaritmo apresentada anteriormente:

Dados os numeros reais positivosa e b, com a # 1, se b = a°, entdo o expoente ¢ é
o valor do logaritmo do namero b na base a. Podemos representar essa defini¢cdo

da seguinte forma:
log,b =c < a“ =b.

A partir dai, vocé pode notar que podemos representar a relacdo existente entre os
numeros de duas formas: a forma logaritmica e a forma exponencial. Veja abaixo:

@ o A T
Forma Logaritmica Forma Exponencial
log,b = ¢ a® =b
a : Base a : Base
b : Logaritmando b : Poténcia
C : Logaritmo C ' Expoente
J 4

Essas duas formas de expressar a mesma relacdo nos conduz a estabelecer uma
relacdo entre as func¢des logaritmica e exponencial.
Observe a tabela de valores abaixo:

x f(x) = logyx x g(x) = 2%
L (- SR
L em()- SR Rt
1 log,1 =10 0 2°=1

2 log,2 =1 1 21 =2

4 log,4 =2 2 22 =4

Note que o resultado da exponencial aplicada ao resultado da func¢do logaritmica
sempre retorna o valor inicial de x que escolhemos.
Podemos representar esta tabela pelo seguinte diagrama:
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a exponencial faz um movimento
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Mas o que isso significa? Existe uma relacdo entre a funcao exponencial e logaritmica
contrario ao movimento da logaritmica, e vice-versa. Neste caso, dizemos que a

funcao logaritmica € a inversa da funcdo exponencial, e vice-versa.

em que uma reverte o que a outra faz, ou seja
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o A Ultima equacio representa a funcdo inversa: g(z) =5




RESOLUCAO DE PROBLEMAS ENVOLVENDO A FUNCAO
LOGARITMICA

Para tratar dos problemas envolvendo a funcdo logaritmica devemos ficar atento a

alguns detalhes:

PENASS
KOCompreenderoProblema s Yo )
Leia o problema com atencdo e identifique o que esta sendo pedido.
ldentifique os valores conhecidos e desconhecidos.

@ Manipulagao Algébrica
Dependendo do que for solicitado, pode ser necessario calcular o valor
numérico da funcdo para um determinado valor da variavel independente x ou
entdo determinar o valor da varidvel x, dado uma situa¢dao especifica. Em
ambos os casos devemos ter sempre em mente a definicdo do logaritmo e suas

Y propriedades. )

Vejamos a seguir algumas situacdes envolvendo a funcdo logaritmica:

€ Escala Richter (Assis e Miranda, 2021 a)

Terremotos sdao eventos naturais que ndo tém relacdo com eventos climaticos
extremos, mas podem ter consequéncias ambientais devastadoras, especialmente
quando seu epicentro ocorre no mar, provocando tsunamis. Uma das expressdes
para se calcular a violéncia de um terremoto, na escala Richter, é:

2 E
M=2"log|=).
3 Og(Eo>

onde M é a magnitude do terremoto, E é a energia liberada (em joules) e E, = 10%°
joules é a energia liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia. Qual
foi a energia liberada pelo terremoto do Japdo de 11 de mar¢o de 2011, que atingiu
magnitude 9 na escala Richter?

Note que a equac¢ao que fornece a magnitude do terremoto foi dada e sabemos qual
a magnitude do terremoto em questdao (M=9), devemos encontrar qual foi a energia
liberada por este terremoto (E). Substituindo os valores conhecidos na expressao
fornecida no problema temos
9 : l b
()

b
Usando que logq (E) = logab — logac, obtemos

9=-. (logE — log104’5)

Wl Do

10



: conexoes MaTeMaTicas

AAAAAA

Sabemos que logqa’ = m, entdo

9=—-(logE —4,5)

Wl b

Manipulando a expressao, temos:
2 9.3 27
9= g-(logE —4,5) = = logE—4,5 = ?+4, 5=logE
= logE = 13,5+4,5 = 18 = F = 10" joules

@ Juros Compostos (Assis e Miranda, 2021 a)

Um capital de 10 000 reais é aplicado a uma taxa anual de Dados
8%, com juros capitalizados anualmente. Qual a quantidade log2 = 0.3
minima de anos (inteiros) para que o montante seja maior log3 = O: A8
que o dobro do capital inicial?

O montante é dado por

M(t) = 10000 - (1, 08)".
Como devemos determinar o tempo minimo para que 0 montante seja maior que o
dobro do capital inicial, devemos ter M(t) = 20 000. Substituindo tais valores na

expressao acima temos

20000
20000 = 10000-(1,08)F = —— — 2 = (1, 08)?

Como log.b = logsc < b = ¢, podemos aplicar o logaritmo de base 10 em ambos
0s membros da relagdo acima, obtendo
2 = (1,08) = log2 = log(1,08)! = log2 = t-logl,08

Como sabemos apenas os valores de log 2 e log 3 e o logaritmo das potencias de 10,
devemos representar 1,08 na forma de uma fracao decimal e escrever:

1 . 3.92
1’08:@:27 432
100 100 102

Portanto, podemos calcular
3. 92

logl,08 = log < 02 ) = log <33> +log (22) —log <102) = 3:log3+2-log2—2

= 3.0,48+42:0,3-2 = 1,44+0,6—2 = 2,04—2 = 0, 04

Logo,
0,3 30
log2 = t-logl,08 = 0,3 =-0,04 = ¢ = 07704 == 7,5 anos
Como o tempo, em anos, deve ser um numero inteiro, serdo necessarios 8 anos para
gue o montante supere 20 000 reais.

1
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Exercicios
m Resolvidos

Exercicio 1. (adaptada de Assis e Miranda, 2021 b) Para se calcular a intensidade
luminosa L, medida em Lumens, a profundidade de x centimetros num determinado
lago, utiliza-se a lei de Beer-Lambert, dada pela seguinte formula

[ L) _ 0,08
o9\ ) =0 x.

Qual a intensidade luminosa L a uma profundidade de 12,5 cm?

Solucdo. A expressao fornecida envolve as variaveis L e x, e € importante nao
confundi-las. Dados que x=12,5 cm, devemos determinar o valor de L:

L L 1
log =)= —0,0812,5=—1= - 107" =0,1= L =0,1-15 = 1,5 Lumens.

Exercicio 2. O grafico da funcao | | |

f(x) = logs(z + a) AL SO N S (T S T
esta representado ao lado. l 1 l ‘ : : : :

a) Determine a expressao de f(x). e e

b) Determine a fun¢do exponencial g(x)
que é inversa a funcao f(x). ‘ |

Solucgao. L -3 -2

a) Note que o ponto (4, 1) € um ponto do _____ _____ L 1

grafico da fungdo logaritmica dada.: | | |

Assim: N T
logs(4+a) =1 S N A

Usando a definicdo do logaritmo, temos

logz(4+a) =1 =3 =d+a o 3=4+a o a=—1.

Portanto, f(z) = logs(z — 1).
b) Para obter a inversa devemos inverter as variaveis na funcao dada e determinary: -
f(x) =logs(x—1) = y = logs(x—1) — = = logs(y—1)
r=logs(y—1) & 3" =y—1 < 3"+1 =y.
Portanto, a inversa da funcdo f dada é
g(z) =3"+1.

12
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= Atividades

Em cada caso, determine o valor de x que satisfaca a equacdo:

A) log:625 = x
B) log,x =3
O log,216 =3
D) Eag%x =—3

E) log (3x+1) =2

Dada a funcdo logaritmica f(x) = 3 -logs(x — 1) + 2, determine:
A) f(6)

B) f(26)
Q) f(x)=5
D) f(x) =8

ATIVIDADE 3

(Cesgranrio - Adaptada) As indica¢des R; e R,, na escala Richter, de dois terremotos
ocorridos no Circulo de Fogo do Pacifico foram relacionados pela formula:

M,
Rl —Rz = Eﬁg (ﬁ)
2

Como nas medic¢des Ry e R, apresentaram valores iguais a 8 e 6, respectivamente,
determine a razdo entre as ondas M; e M,, que medem a energia liberada pelos
terremotos sob a forma de ondas que se propagam pela crosta terrestre.

14
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ATIVIDADE 4

(UFSCAR/SP - Adaptada) A altura média do tronco de certa espécie de arvore,

destinada a produ¢do de madeira, evolui desde o plantio segundo o modelo
matematico:

h(t) = 1,5 + logs(t + 1)

onde h(t) é a altura do tronco (em metros) e t o tempo (em anos). Se uma dessas
arvores foi cortada apdés 8 anos do momento da plantacdo, qual era a altura (em
metros) do tronco da arvore no momento do corte?

Dada a funcdo f(x) = log, x , determine a sua funcdo inversa g(x). Em seguida,
represente graficamente, em seu caderno, ambas as fun¢Bes no mesmo plano
cartesiano. Quais caracteristicas vocé observa na relacdo entre esses dois graficos?

Um renomado sismoélogo esta analisando dados de um recente tremor de terra
registrado por um sismografo localizado em uma area de intensa atividade tectdnica.
A magnitude M de um terremoto na escala Richter é dada pela funcdo logaritmica:

onde:

e Arepresenta a amplitude maxima da onda sismica registrada (em milimetros).

e Ay é a amplitude de uma onda sismica padrao de referéncia (considerada
10~2 milimetros).

Em um determinado dia, o sismografo registrou um abalo sismico com uma
amplitude maxima de 100 milimetros. Nesse dia, a magnitude do terremoto foi de:
A) 2
B)3
Q4
D)5
E)6

15
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O pH de uma solucdo aquosa é definido pela funcdo logaritmica pH = —log,,[H*] ,
onde [H™] representa a concentracdo de fons hidrogénio em mol/L. Se uma amostra
de suco de limdo tem um pH de 2, qual é a concentra¢ao de ions hidrogénio nessa
amostra?

A) 10" mol/L
B) 107 mol/L
C) 102 mol/L
D) 10% mol/L
E) 10" mol/L

ATIVIDADE 8

A funcao logaritmica k(x) = log,x é ainversa de uma funcdo exponencial m(x).
Qual é a expressdo correta para m(x)?

1 x
A me) = (y)
B) m(x) = 4*
C) m(x) = x*

D) m(x) = logix
4

E) m(x) = log (x*)

ATIVIDADE 9

Considere a funcgdo logaritmica f(x) = leg,(x — 1) . Qual das seguintes alternativas
descreve corretamente o dominio, a imagem e o comportamento de crescimento
dessa funcao?

A) Dominio: (-, +%); Imagem: (0, +=); Crescente em todo o dominio.
B) Dominio: (1, +«); Imagem: (-, +=); Decrescente em todo o dominio.
C) Dominio: (==, =1); Imagem: (-, +); Crescente em todo o dominio.
D) Dominio: (1, +); Imagem: (-, +«); Crescente em todo o dominio.
E) Dominio: (-, 1); Imagem: (0, +«); Decrescente em todo o dominio.

16
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Um investidor aplicou um capital inicial de R$ 1 000,00 em um fundo de investimento
que rende juros compostos a uma taxa mensal de 2%. Se o montante final atingido

foi de R$ 1 268,24, qual foi o tempo, aproximado, de aplica¢ao? 0%
)
A) 10 meses \‘J
B) 12 meses ~
C) 15 meses Utilize:
D) 18 meses log,,1,02 = 0,0086
E) 20 meses log,,1,26824 = 0,1033

17
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