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MATEMATICA

LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENQOS

EXPECTATIVA(S) DE DESCRITOR(ES) DO
APRENDIZAGEM PAEBES

HABILIDADE(S)

« Utilizar as relacdes métricas
no triangulo retangulo
(inclusive o Teorema de
Pitagoras) na resolucéo de
problemas. .

D049 _M Utilizar

. . relacdes métricas em

_ « Aplicar a Lei dos Senos na gm -

EM13MAT308 Aplicar as ~ um triangulo retangulo
. T i ) resolucao de problemas. N
relaces métricas, incluindo na resolucdo de

as leis do seno e do cosseno , , roblemas.

Ses d .  Aplicar a Lei dos Cossenos P
ou as no¢des de congruéncia ~
s g na resolucdo de problemas.
e semelhanca, para resolver e D051_M Resolver
elaborar problemas que problema que envolva
envolvem triangulos, em razdes trigonométricas
variados contextos. no triangulo retangulo
(seno, cosseno,

tangente).

« Resolver problemas de
calculo de medidas,
decidindo entre os conceitos
de congruéncia, semelhanga
ou as relacfes métricas e as
trigonométricas em
tridngulos, aquele mais
adequado para cada situagao
e contexto.
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Contextualizacao

Nas ultimas duas semanas, exploramos as
simetrias e iniciamos o estudo dos
triangulos, com destaque para o triangulo
retangulo. No entanto, os tridngulos
retangulos sdo apenas um caso particular
dentro de uma grande variedade de
formas triangulares que encontramos em
situacdes reais.

Na engenharia, na fisica, na astronomia e
em muitas outras areas, € comum nos
depararmos com triangulos que ndo sao
retangulos. Isso nos leva a uma pergunta
importante: como estabelecer relagdes
entre as medidas dos lados, nesses casos?

Ao contrario do que vimos com 0S
triangulos retangulos, onde o Teorema de
Pitagoras oferece uma solucao direta, aqui
O processo exige um pouco mais. Para
resolver problemas envolvendo tridangulos
quaisquer, precisamos de uma informacao
adicional: os angulos desses triangulos!

As Leis dos Senos e Cossenos sao utilizadas
para determinar rotas maritimas

Nesta semana, vamos estudar duas ferramentas: a Lei dos Senos e a Lei dos
Cossenos. Essas leis nos permitem trabalhar com as medidas dos lados e angulos de
qualquer triangulo, mesmo quando ele ndo é retangulo.

Com elas, vocé serd capaz de resolver problemas mais complexos e ampliar sua
compreensao sobre a geometria dos triangulos.

Bons estudos!
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Conceitos e
Contetidos

LEI DOS SENOS

Considere o triangulo ABC abaixo. c

A lei dos senos afirma que:

Em qualquer triangulo, as medidas dos lados sao proporcionais aos senos dos
respectivos angulos opostos.

Assim, dado um triangulo qualquer com as medidas dos lados e dos angulos, como
indicados no triangulo acima, vale a relagao:

a b c

sena  sen 3 sen-y

Considere a seguinte situacdo para exemplificar o processo acima: Um barco
pesqueiro A emite um sinal de socorro que é recebido por outros dois barcos, B e C,
distantes entre si 70 km. Sabendo que os angulos B e ' medem, respectivamente,
64° e 50°, responda: Qual dos barcos, B ou C, se encontra mais préximo do barco
pesqueiro? A que distancia ele esta do barco A? Use: sen 66°=0,91; sen 64°=0,9; e,

sen 50°=0,77.

Podemos representar a situacdo como o triangulo abaixo. Dessa forma, a medida do
éngulo/lpode ser determinada: <

A +50° 4 64° = 180° = A = 180° — 114° = 66°. 50°
Assim,

70 b ¢ p 7ok

sen 66°  sen 64°  sen 50°°

64°
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Desenvolvendo as duas propor¢des destacadas, obtemos:
70 b 70 b

(1]
= —=—=0,91-6 =70-0 9=>b——63 ~ 69, 2km
sen 66°  sen 64° 0,91 9 ’ ’ 0,91 ’ '

ot

70 c 70

3.9
— = —
sen 66°  sen 50° 0,91 0,77

0,91

~ 59, 2km.

= 0,91.:¢c=70-0,77T = c =

Portanto, o barco B se encontra a, aproximadamente, 59,2 km do navio pesqueiro A
e esta mais préximo dele do que o barco C.

(77
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E importante discutir com os estudantes sobre a relacdo de igualdade envolvendo trés razdes e que,
tomando duas a duas, vocé ndo interfere nela.

LEI DOS COSSENOS

Considere o triangulo ABC abaixo.

A lei dos cossenos afirma que:

Em qualquer tridngulo, o quadrado da medida de um lado é igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros dois lados menos o dobro do produto das
medidas desses lados pelo cosseno do angulo formado por eles.

Assim, dado um triangulo qualquer com as medidas dos lados e os angulos como .
indicados no triangulo acima, valem as relag¢des: .

=0V +c2—-2-b-c-cosa
P=a’+c2—2-a-c-cosf3
A=a’>+b—2-a-b-cosvy
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Considere o seguinte problema: Um
engenheiro quer construir um tunel
entre os pontos A e B, onde se localiza
um morro, conforme o esquema a
seguir. Do ponto C ele visualiza os
pontos A e B e obtém os valores
AC=260 m, BC=420 m e ('=52°. Qual
sera o0 comprimento desse tunel,
representado, na figura, pela distancia
entre os pontos Ae B?

Use cos 52°=0,62.

O triangulo que representa a situacao é o triangulo abaixo:

A X B

)
> S
2
52°

C
Note que desejamos determinar o valor do lado AB e temos a informacdo das

medidas dos lados AC e BC e do angulo (. Dessa forma podemos aplicar a lei dos
cossenos:

z? = 260% + 4207 — 2 - 260 - 420 - cos 52° = 2% = 67 600+176 400—218 400-0, 62
2% = 67 6004176 400—135 408

2? = 108 592
x = V108 592 ~ 329, 53m.

Portanto, o tunel tera, aproximadamente, 329,53 m de comprimento.

€ comum que os estudantes apresentem algumas duvidas de quando aplicar a lei dos senos ou a lei
dos cossenos. Caso isso aconteca, é valido discutir sobre os elementos que sdo necessarios nas
equacdes apresentadas.

Por exemplo, é possivel indicar, na lei dos senos, que a maior parte dos problemas apresentaram
dois angulos e um lado; ja na lei dos cossenos, os problemas apresentaram dois lados e o angulo
formado por esses lados.

Cabe lembrar que isso ndo é uma regra, apenas uma interpretacdo das formulas a fim de facilitar a
iompreensao. )

(777
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O Teorema de Pitagoras e a Lei dos Cossenos

Na ultima semana vimos o Teorema de Pitagoras, vamos recordar:

C
Teorema de Pitagoras

b a Em qualquer triangulo retangulo, o quadrado da medida
da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos:

Se aplicarmos a lei dos cossenos no triangulo acima obteremos:
a>=0"+c*—2-b-c-cos(90°) = b* + 2.
——
0
Ou seja, voltamos ao Teorema de Pitagoras. Por conta desse fato, algumas vezes,
vocé podera escutar falar que a lei dos cossenos é como uma ‘generaliza¢dao do
Teorema de Pitagoras’, e isso nos leva a uma aplicacdo interessante da lei dos

cossenos: classificar os triangulos em acutangulo, retangulo ou obtusangulo apenas
sabendo a medida de seus lados.

Como vocé deve se recordar, o cosseno de angulos entre 0° e 90° sao valores nao
negativos, no entanto, o cosseno de angulos maiores que 90° e menores que 180°
sdo valores negativos e isso influencia a comparacao entre os valores az e b2+c?
presentes tanto no Teorema de Pitagoras quanto na lei dos cossenos, observe:

anguloentre  a? =0°+¢* —2-b-c-cos(a) & a’>b° +¢*. ) Triangulo acutangulo
0° e 90° T

angulode  a® ="+ c*—2-b-c-cos(a) & a®=b* +¢*. > Tridngulo retangulo
90° ~

anguloentre  a® =0°+ ¢ —2-b-c-cos(a) & a®<b? +¢*. ) Tridngulo obtusangulo
90° € 180° ——

(777
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€ necessario ter um cuidado ao fazer a discussdo acima, sobre angulos obtusos, com os estudantes
visto que, ainda ndo foi abordado sobre a circunferéncia trigonométrica. Durante este material,
guando aparecer os angulos obtusos, os valores de seno e cosseno serdo fornecidos. Contudo,
fxplique que, mais adiante, eles aprenderao a determinar esses valores.




Exercicios

m Resolvidos

. EXERCICIO 1. Trés ilhas A, B e C aparecem num mapa, em escala 1:10000, como na
figura abaixo. Qual a distancia, em km, entre as ilhas A e B?

30°

3 = ) *,
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Dados
V2 =141
1
30°) = -
sen(30°) 5
sen(45°) = g

12 cm C

Solugdo: Desejamos encontrar a medida do lado AB do triangulo ABC. Observe que
é possivel determinar o angulo que falta na representacdo no triangulo:

Dai, obtemos

30° +105° + ACB = 180° = ACB = 108° — 135° = 45°.

Podemos aplicar a lei dos senos no triangulo
ABC:

2 & 12 a
sen30°  sen4h° % - @
2 1
V2 _ 1
2 2
Tr = 12-\/5 cm.

Como 0 mapa estd em uma escala de 1:10000, isto é a cada 1 cm no mapa .
corresponde 100 m na realidade, a distancia entre asilhasAeB é

12:4/2:100 = 1200-v/2 m ~ 1692 m = 1,692 km.
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EXERCICIO 2. Em uma trilha, uma pessoa sai do ponto A com destino ao ponto E. Ela
pode escolher fazer o trajeto passando pelo ponto C ou ndo, conforme mostra o

mapa abaixo
o
80° \ »
A
2 km 50°/\D T
A B
¥

Dados %
angulo | seno | cosseno
40° 0,64 0,77 E

60° 0,87 0,5
80° 0,98 0,17

Quantos quildmetros a mais, aproximadamente, uma pessoa que deseja passar pelo
ponto C, anda em relagdo a uma pessoa que Ndo passa por esse ponto?

Solugao: Para respondermos essa questdo devemos determinar as medidas dos

segmentos BC e BD, portanto vamos trabalhar no triangulo ACD, observe abaixo:
c

B S D

Podemos, inicialmente, aplicar a lei dos senos para determinar o valor de x:
3 3z 30,87
send0°  sen60° 0,64 0,87 © 0,04
Para determinar o valor de y podemos usar a lei dos senos novamente ou aplicar a
lei dos cossenos. Seguiremos usando a lei dos senos:
’ I N ’ S =>y:3.0’98z4,59km.
sen40°  sen80° 0,64 0,98 0,64 .
Fazendo o trajeto ABCDE a pessoa percorrera 2+4,08+3+4=13,08 km, ja fazendo o
trajeto ABDE a pessoa percorrera 2+4,59+4=10,59 km. Portanto a diferenca entre os .

dois trajetos é de 2,49 km.

~ 4,08 km.
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EXERCICIO 3. Uma praca de formato triangular, localizada entre trés ruas, estd
representada na figura seguinte. O prefeito da cidade deseja plantar mudas de um
mesmo tipo de arbusto ao longo de todo o perimetro dessa praca, seguindo a
orientacdo de que cada muda deve ser posicionada exatamente a 50 cm de distancia
da seguinte. Considerando que o plantio comegard em um vértice e seguird até
completar o contorno total da praca, qual é o numero minimo de mudas que
precisam ser adquiridas para realizar o projeto?

Dados
V21 =4,6
sen(60°) = 0,5

Solugdo: Para determinarmos o numero de mudas que devem ser adquiridas
devemos determinar a medida do lado faltante. Observe o triangulo abaixo:

No triangulo ABC podemos aplicar a lei dos
cossenos para determinar a medida x:

2% =100% + 807 — 2- 100 - 80 - cos 60°
% 100m — 1000046 400—16 000-0, 5
= 16400—8000 = 8400
= 7 =/3400 = V21 - 4- 100 = 2:10v/21
- =~ 92m.

c 80 m A

Portanto, o contorno da praca tem, aproximadamente, 100+92+80= 272 m de -
comprimento. Como cada muda deve ser plantada a 50 cm de distancia uma da
outra, a cada metro deve-se plantar 2 mudas, assim, a prefeitura devera adquirir
2:272=544 mudas.
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= Atividades

6& Ao final das atividades, disponibilizamos uma tabela trigonométrica. Nela, as
sy
(3

razbes trigonométricas sao apresentadas com quatro casas decimais.

¥ Contudo, orientamos utilizar uma aproximacdo para uma ou duas casas
decimais. Caso utilize as quatro casas decimais, sugerimos a utilizacdo da
calculadora.

Uma esfera esta em equilibrio pendurada por trés hastes de aco, conforme o
esquema a seguir:

haste a

haste ¢

As hastes a e b estdo conectadas a haste ¢ por uma de suas pontas. As outras
pontas, distantes 85 c¢m uma da outra, estdo fixadas numa barra metalica.
Determine os comprimentos das hastes a e b.

Dois lados de um triangulo medem 64 cm e 144 cm e formam entre si um angulo de
120°. Calcule a medida do terceiro lado desse triangulo.

Utilize: V7 = 2,65 sen 120° = 0,866

5 120°=-0,5
219 ~ 4,36 é% cos

tg 120° = - 1,7321
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ATIVIDADE 3

Um triangulo tem lados medindo 12 cm, 15 cm e 18 cm. Qual é o cosseno do maior
angulo desse triangulo?

ATIVIDADE 4

O mapa a seguir contém a localizacao de trés pontos turisticos da Lagoa Juparana,
situada em Linhares-ES. Nele, foi apresentado um modelo matematico, para
destacar algumas medidas.

Lagoa dos Paus
X
. 510 - - i4kn1
- ""‘---.._*__ _Praia do Retiro
N i 0
N R4
- -- f
e ,
ﬁ:f‘\.__. .
%NH.:M ',
1 /
\ .
1 '\ ,
. 7/
N T
L4

Lagoa Lencol Grande

Fonte: Adaptado de https://google.com/maps
Determine a menor distancia entre a Lagoa Lencol Grande e a Praia do Retiro.

Utilize: /2 = 1,41
V619 = 24,88

Um carpinteiro esta projetando um paralelogramo para ser usado como base de
uma estrutura decorativa em um jardim. Ele sabe que dois lados consecutivos dessa
forma tém medidas de 8 dm e 12 dm, e que o angulo entre esses dois lados é de 60°.
Para garantir que a estrutura seja estavel e bem equilibrada, ele precisa saber as
medidas das diagonais do paralelogramo. Determine as medidas das diagonais

desse paralelogramo.
sen 120° = 0,866 .

777 cos 120°=-0,5
@% tg 120° = - 1,7321

12
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Um agrimensor esta trabalhando em um projeto para mapear uma superficie
triangular de terra. Ao fazer um modelo matematico dessa superficie, ele identifica
qgue dois angulos desse triangulo medem 40° e 60°, e que o lado oposto ao angulo de
40° tem uma medida de 15 metros. Para completar o levantamento topografico, ele
precisa saber a medida do lado oposto ao angulo de 60°. Determine essa medida.

Um treinador de monstrinhos resolveu retratar o seu “Darkcat” numa tela. Ele se

posicionou conforme a figura abaixo.

150 cm

- — "
- -
- -znﬂcm

Determine a altura aproximada desse “Darkcat”.

Utilize: 1853 = 29,21

ATIVIDADE 8

Uma das relacBes que pode ser aplicada a qualquer triangulo inscrito em uma
circunferéncia de raio R envolve a Lei dos Senos:
a b c

2?": n: A: -
senAd senB senC

Determine o raio de uma circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, cujo lado a
mede 45 mm e o angulo A, oposto ao lado a, é de 30°

Tridangulo inscrito na ‘ \

(e ©) circunferéncia ou circunferéncia
circunscrita ao triangulo ‘

13
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ATIVIDADE 9

Em uma pesquisa sobre o comportamento migratério de aves, os cientistas
observaram que uma ave migrou 20 quildmetros em direcdo ao nordeste e depois
mudou sua rota para seguir por mais 15 quildmetros em direcdo que forma um
angulo de 60° com a rota inicial. Qual é a distancia direta entre o ponto inicial e o

ponto final da migra¢ao? Utilize: 313 = 3,61

wy Gl

Fim

Em um experimento de cristalografia, os cientistas estdao estudando a estrutura
cristalina de um composto organico. Eles descobriram que trés atomos,
denominados Atomo A, Atomo B e Atomo C, formam um tridngulo dentro dessa
estrutura. A imagem abaixo, mostra essa estrutura. A distancia entre o Atomo A e o
Atomo B ¢é de 6 angstroms (A). Se o angulo oposto a essa distancia medir 75° e o
angulo oposto a distancia entre os Atomos A e C medir 55°, qual sera a distancia
entre o Atomo C e o Atomo B?

Atomo A
@ O
O O
EE 550( .At:]mo B
© O
Atomo C

O angstrom (A) é uma unidade de medida de comprimento, equivalente a 10719
metros, ou seja, 0,1 nandmetros (nm). Essa unidade é frequentemente usada em
Fisica e Quimica para medir distancias na escala atbmica e molecular, como o
tamanho de moléculas e a distancia entre atomos em estruturas cristalinas.

14
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Tabela de Rela¢bes Trigonométricas
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Angulo | Seno |Cosseno |Tangente lAngulo| Seno | Cosseno |Tangente [l Angulo| Seno |Cosseno [Tangente

1° 0,0175| 0,9998 0,0175 31° 0,5150 0,8572 0,6009 61° 0,8746 | 0,4848 1,8040
2° 0,0349 | 0,9994 0,0349 32° 0,5299 0,8480 0,6249 62° 0,8829 | 0,4695 1,8807
3° 0,0523 | 0,9986 0,0524 33° 0,5446 0,8387 0,6494 63° 0,8910 | 0,4540 1,9626
4° 0,0698 | 0,9976 0,0699 34° 0,5592 0,8290 0,6745 64° 0,8988 | 0,4384 2,0503
5° 0,0872 | 0,9962 0,0875 35° 0,5736 0,8192 0,7002 65° 0,9063 | 0,4226 2,1445
6° 0,1045 | 0,9945 0,1051 36° 0,5878 0,8090 0,7265 66° 0,9135 | 0,4067 2,2460
7° 0,1219 | 0,9925 0,1228 37° 0,6018 0,7986 0,7536 67° 0,9205 | 0,3907 2,3559
8° 0,1392 | 0,9903 0,1405 38° 0,6157 0,7880 0,7813 68° 0,9272 | 0,3746 2,4751
9° 0,1564 | 0,9877 0,1584 39° 0,6293 0,7771 0,8098 69° 0,9336 | 0,3584 2,6051
10° 0,1736 | 0,9848 0,1763 40° 0,6428 0,7660 0,8391 70° 0,9397 | 0,3420 2,7475
11° 0,17908 | 0,9816 0,1944 41° 0,6561 0,7547 0,8693 71° 0,9455 | 0,3256 2,9042
12° 0,2079 | 0,9781 0,2126 42° 0,6691 0,7431 0,9004 72° 0,9511 0,3090 3,0777
13° 0,2250 | 0,9744 0,2309 43° 0,6820 0,7314 0,9325 73° 0,9563 | 0,2924 3,2709
14° 0,2419 | 0,9703 0,2493 44° 0,6947 0,7193 0,9657 74° 0,9613 | 0,2756 3,4874
15° 0,2588 | 0,9659 0,2679 45° 0,7071 0,7071 1,0000 75° 0,9659 | 0,2588 3,7321
16° 0,2756 | 0,9613 0,2867 46° 0,7193 0,6947 1,0355 76° 0,9703 | 0,2419 4,0108
17° 0,2924 | 0,9563 0,3057 47° 0,7314 0,6820 1,0724 77° 0,9744 | 0,2250 4,3315
18° 0,3090 | 0,9511 0,3249 48° 0,7431 0,6691 1,1106 78° 0,9781 0,2079 4,7046
19° 0,3256 | 0,9455 0,3443 49° 0,7547 0,6561 1,1504 79° 0,9816 | 0,1908 5,1446
20° 0,3420 | 0,9397 0,3640 50° 0,7660 0,6428 1,1918 80° 0,9848 | 0,1736 5,6713
21° 0,3584 | 0,9336 0,3839 51° 0,7771 0,6293 1,2349 81° 0,9877 | 0,1564 6,3138
22° 0,3746 | 0,9272 0,4040 52° 0,7880 0,6157 1,2799 82° 0,9903 | 0,1392 7,1154
23° 0,3907 | 0,9205 0,4245 53° 0,7986 0,6018 1,3270 83° 0,9925 | 0,1219 8,1443
24° 0,4067 | 0,9135 0,4452 54° 0,8090 0,5878 1,3764 84° 0,9945 | 0,1045 9,5144
25° 0,4226 | 0,9063 0,4663 55° 0,8192 0,5736 1,4281 85° 0,9962 | 0,0872 ([ 11,4301
26° 0,4384 | 0,8988 0,4877 56° 0,8290 0,5592 1,4826 86° 0,9976 | 0,0698 | 14,3007
27° 0,4540 | 0,8910 0,5095 57° 0,8387 0,5446 1,5399 87° 0,9986 | 0,0523 | 19,0811
28° 0,4695 | 0,8829 0,5317 58° 0,8480 0,5299 1,6003 88° 0,9994 | 0,0349 | 28,6363
29° 0,4848 | 0,8746 0,5543 59° 0,8572 0,5150 1,6643 89° 0,9998 | 0,0175 | 57,2900
30° 0,5000 | 0,8660 0,5774 60° 0,8660 0,5000 1,7321 920° 1,0000 | 0,0000 -
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DESCRITOR(ES) DO
PAEBES

HABILIDADE(S)

e Conhecer expressdes de
calculo de areas de figuras
poligonais e circulares.

EM13MAT307 Empregar
diferentes métodos para a
obtenc¢do da medida da area
de uma superficie e Resolver
(reconfiguracdes, problema

situacdes-

D058 M Utilizar area
envolvendo a

de figuras

aproximacado por cortes etc.) e
deduzir expressdes de calculo
para aplica-las em situa¢des
reais (como o remanejamento
e a distribuicado de plantagdes,
entre outros), com ou sem
apoio de tecnologias digitais.

area de superficies planas
em contextos diversos,
utilizando a decomposicdo
da superficie, a
reconfiguragao ou as
expressdes algébricas para
o calculo de areas de
poligonos e circulos.

bidimensionais na
resolucdo de
problema.
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Contextualizacao

A

Desde a antiguidade, a necessidade de medir areas esteve ligada ao
desenvolvimento das civiliza¢Bes. Os egipcios, por exemplo, ja utilizavam principios
geomeétricos para demarcar terrenos agricolas apdés as cheias do Rio Nilo. Na
Mesopotamia, tabletes de argila registravam calculos de areas de campos para fins
tributarios, evidenciando que a medicao de superficies sempre foi crucial para a
organizacao social e econdmica.

Hoje, com avancos tecnoldgicos, essa pratica ganhou novas dimensdes. Orgdos
ambientais e instituicdes de pesquisa utilizam imagens de satélite de alta resolucdo
para monitorar em tempo real o desmatamento de biomas como a Amazbnia ou o
Cerrado. Por meio de softwares geoespaciais, é possivel calcular a area desmatada
com precisdao milimétrica, identificar focos de queimadas e até prever impactos
climaticos. Além disso, no agronegdcio, sensores e drones mapeiam terrenos
agricolas para estimar a produtividade de safras, otimizando o uso de insumos e
reduzindo desperdicios.

No cotidiano, a medicdo de areas continua essencial, seja para revestir o piso de
uma sala, calcular o tamanho de uma quadra esportiva ou planejar a distribuicdo de
moveis em um ambiente. Entender técnicas de calculo de drea é uma habilidade
pratica.

Original Forest Cover in Amazon and Atlantic Forest Current Forest Cover in Amazon and Atlantic Forest

Amazon 2021 .
78,7% covered
by forest

Atlantic Forest 2021
24,3% covered
by forest

Cobertura florestal original e dos remanescentes em 2021 na Amazonia (78,7%) e na Mata Atlantica (24,3%).
Disponivel em: https://www.sosma.org.br/artigos/licoes-de-governanca-da-mata-atlantica-para-a-preservacao-da-amazonia/. Acesso em 20 de
fevereiro de 2025.

Bons estudos!
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Conceitos e

m Conteudos
O

O CONCEITO DE POLIGONO

Chamamos de poligono uma linha poligonal fechada simples.

Observe as figuras abaixo:

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Apenas as Figuras 1 e 3 sao poligonos, pois sao fechadas e simples, isto €, os
segmentos de reta ndo se interceptam. A Figura 2 ndo é um poligono, pois, apesar de
fechada sua linha poligonal € ndo simples e a Figura 3 ndo é um poligono, pois é uma
linha poligonal simples e aberta.

A IDEIA DE AREA

A area é a medida da superficie da figura, ou seja, a quantidade de unidades que a
figura ocupa no plano. E para comparar duas figuras e dizer qual delas tem a maior
area, podemos utilizar uma unidade de area. Normalmente é um quadrado e a area
da figura é a quantidade desses quadrados que cabem no interior da figura.

A
- N
c Unidade de »> AéreadaregidoAé 10 U.
medida de
érea: U »> Aérea daregido B é9,5 U.
B

»> Aéreadaregido Cé9 U.
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AREA DE FIGURAS PLANAS

A partir de agora, vamos estabelecer como unidade de area uma regido quadrada
cujo comprimento do lado mede 1 cm. Ela sera chamada regido quadrada unitaria.

1em? 1cm

—_—
1cm

Retangulo e Quadrado

Observe os retangulos e o quadrado na malha quadriculada abaixo:

F

€A area do retangulo ABCD

4pm 3com éigual a 8 cm? (4-2=8).

€A area do quadrado EFGH é
igual a 9 cm?2 (3-3=37=9),

€A area do retangulo IJKL é
igual a 20 cmz (5-4=20).

= e
......
1cm
A area de um retangulo de lados medindo b e h, O quadrado é um caso
é dada pelo produto da medida da base b pela especial do retangulo onde
medida da altura h. as medidas da base e da
_D c altura sdo iguais.
D c
h
l
LA 5
' ; R ]
A=b-h z




Paralelogramo

Na malha quadriculada ao
lado, vocé pode acompanhar
uma série de cortes e
reorganizacao no
paralelogramo ABCD, de
modo que sua area seja
equivalente a adrea do
retangulo EMCD.

: CONEXOes  wmaremaricas §
+

1 cm? :[1 cm

A area de um paralelogramo cuja base mede b e a altura mede h é igual a area de
um retangulo de lados medindo b e h.

| L

b

A=b-h

/Prezada Professora, Prezado Professor,

pensando em demonstrar, de forma visual, a relacdo de equivaléncia entre as areas do
paralelogramo e do retangulo, bem como a relagdo entre a area do triangulo e do paralelogramo,

deixamos aqui dois links de aplicacdes do GeoGebra que fazem essa ligacao:

A
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https://www.geogebra.org/m/jgfystcg
https://www.geogebra.org/m/amns6fw8

2 CONCXOSS  MaTeMaTicas
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Triangulo

Conhecendo a medida de
area de uma regidao limitada
por um paralelogramo,
podemos determinar  a
medida de area de uma
regido triangular, porque toda
regido triangular é metade da
regido limitada por um
paralelogramo de mesma
medida de comprimento da
base e da altura. B
Observe na figura ao lado: ] .

A% I ] I I
¢ 1cm? I‘l cm

1cm

A medida de area de uma regido triangular € igual a metade do produto da medida
de comprimento da base pela medida de comprimento da altura correspondente.

C

k A:M
2

b

Triangulo equilatero

Considere o triangulo equilatero ao lado. A partir
de C tragcamos a altura relativa a base AB, assim
definiremos um ponto M no lado AB. Note que
essa altura também ¢é mediana no triangulo
equilatero. Assim, a medida AM é igual a medida
MB, ou seja, seja metade do lado. Observe na
figura da pagina seguinte.
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Usando o Teorema de Pitdgoras no triangulo BMC,
temos:

Assim, a area do triangulo equilatero ABC é

. 2.
Azl.l.l\/g:l \/5.
2 2 4

—~—

Losango

Observe que o losango pode
ser decomposto em quatro
triangulos  congruentes  de
mesma area. Assim, sua area é
a soma das areas desses quatro
triangulos. |

2

1cm2) I“I cm

—
1cm
B
Como os 4 triangulos sdo equivalentes, entdo
1 D D - D -
A=14. _.EZ._ = 4. d: d.
A C|D 2 2 2 8 2 .
Portanto, .
D-d
A=—"—
2




Trapézio

Para determinar a medida da

area de uma regiao limitada por

um trapézio, vamos decompo-la
em duas regibes menores

tracando uma das diagonais do

trapézio. Dessa forma,

observamos que o trapézio é

formado por dois triangulos de |
mesma altura, sendo um deles |

com a medida da base igual a

medida da base maior do
trapézio inicial e o outro com a |

medida da base igual a medida
da base menor do trapézio.

34 ~ , #
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Fazendo a divisdo do trapézio em dois
triangulos, obtemos:

B-h b-h_Bhtb-h _h-(B+)

A== 9 9 9
Assim,
B+0b)-h
4= B2Y
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AREA DO CIRCULO E SUAS PARTES
Circulo

Considere um circulo de raio r e divida-o em um numero par de partes iguais. Por
exemplo, 12 partes iguais, como mostrado na sequéncia.

Podemos reorganizar essas partes e observar que a figura se assemelha a um
paralelogramo.

A medida que aumentamos o numero de partes em que dividimos o circulo, a figura
reorganizada se aproximara de um paralelogramo cuja base possui medida igual a
7 - 7 e aalturaigual a r. Veja abaixo a divisdo em 24 e 48 partes, respectivamente.

m-Tr m-Tr
Portanto, a area do circulo de raio ré:

A= 72

Setor circular

Denominamos setor circular a regidao do circulo
delimitada por um dos seus angulos centrais.

A area do setor circular é proporcional ao angulo
que o determina, entdo podemos usar uma
proporcao para determinar sua area:

N

7.‘.7,.2_& . .

360° o =
. . 2
360°-Sa:oz-7r-r2:>5a=%
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Coroa circular

A coroa circular é a regidao compreendida entre
duas circunferéncias concéntricas que estdo em
um mesmo plano e tem medidas de seus raios
diferentes.

A area de uma coroa circular é dada pela diferenca
das areas dos circulos maior e menor:

A:’]TRZ—7T7”2=>A:7T'(R2—T2).

(777
/Prezada Professora, Prezado Professor, @%

para facilitar a visualizacdo da demonstracdo intuitiva da area do circulo, a seguinte aplicacdo pode
ser trabalhada em sala de aula.
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https://www.geogebra.org/m/b6mdk6c6

Exercicios
Resolvidos

: coNeXOes maremaricas
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EXERCICIO 1. Para produzir o efeito indicado pela figura 1 no revestimento de pisos,
uma empresa fabrica placas quadradas com estampas geomeétricas, como as
ilustradas na figura 2, onde as placas encontram-se desenhadas sobre uma malha
quadriculada na qual cada quadradinho tem lado medindo 3 cm. A area, em cm?, da

figura 1 que se encontra colorida na cor preta, é:

Figura 1

Solucao. Note que a Figura 1 é composta por
quatro pecas iguais a Figura 2, portanto, para
determinar sua area basta que determinemos a
area em cinza da Figura 2 e, entdo,
multipliquemos por 4.

Vamos agora, determinar a area em cinza da
Figura 2, isto é, a soma das areas dos triangulos
lell.

=6-6=36cm?’.
3.

D

A= =3.3=9cm>

******

Portanto, a area da figura 2 é Apjgu, 2 = 36 + 9 = 45 cm?.

Assim, a area em preto da figura 1 € Apjgy, 1 =4 - 45 = 180 em?.
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EXERCICIO 2. Na barraca de tiro ao alvo de Jodo um participante pode escolher entre
dois sistemas: o Alvo 1 e o Alvo 2, conforme a figura abaixo. Ambos sdao compostos
por uma base de madeira quadrada de 80 cm de lado, a diferenca entre eles é que
no Alvo 1 o participante ganha o prémio se acertar um dos 4 circulos (todos
congruentes entre si), enquanto no Alvo 2 o participante ganha o prémio se acertar
um dos 16 circulos (todos congruentes entre si).

40 cm i 20 cm

80 cm

Alvo 1 Alvo 2

Marcelo ficou intrigado com a possibilidade de escolher um dos dois alvos e com
base nas medidas apresentadas ele decidiu escolher o alvo em que a probabilidade
dele ganhar o prémio fosse maior. Qual foi a decisdo de Marcelo?

Solug¢do. Como todos os circulos no Alvo 1 e no Alvo 2 sdo congruentes entre si, €
possivel determinar, pelos valores mostrados na figura, que o raio dos circulos no
alvo 1 € R=20 cm e no Alvo 2 é r=10 cm. A area da placa de madeira é igual para os
dois alvos e sua area é
Aplaca = 80* = 6 400 em?.

Marcelo devera escolher o Alvo em que a regido em cinza apresentar maior area.
Para isso, vamos determinar a area em cinza de cada alvo:

Ao =4-m-20° =4-400 - 7 = 1 6007 em?.

Ao 2 = 16-7-10* = 16-100-7 = 1 6007 cm?.

Portanto, Marcelo podera escolher qualquer um dos dois alvos, pois, como as areas
em cinza de ambos sdo iguais e as areas da tabua de madeira também sdo iguais, a
probabilidade dele ganhar o prémio em ambos os alvos é a mesma.
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EXERCICIO 3. Em uma praca circular, um arquiteto planejou uma éarea para
instalacdo de um gazebo (cobertura movel). O jardim tem raio de 15 metros, e a area
destinada ao gazebo ocupa um setor circular com angulo central de 60°. O custo
para se instalar o gazebo depende diretamente de sua area, sendo cobrado R$ 15,00
por m?2 a ser sombreada. Qual é o valor total necessario para fazer a instalacao deste
gazebo? (use 11=3,14)

Solugao. Primeiramente, devemos determinar a area do

gazebo.

Podemos representar o gazebo do jardim como a regiao i

em roxo na ilustracdo ao lado, portanto, sua area é €0°

60°-m-15%  3,14-225  706,5
360° 6 6

Como o custo para se sombrear 1m?2 é igual a R$ 15,00,

temos que o custo total para se instalar o gazebo é

117,75 m? R$ 15,00/m> = R$ 1766, 25.

A= = 117,75 m>.
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https://www.geogebra.org/m/j4xq5fvk
https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=18
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= Atividades

(Enem 2011) Na zona rural, a utilizagdo de unidades de medida como o hectare é
bastante comum. O hectare equivale a area de um quadrado de lado igual a 100
metros. Na figura, ha a representacdo de um terreno por meio da area em destaque.
Nessa figura, cada quadrado que comp8e a malha representa uma area de
1 hectare.

O terreno em destaque foi comercializado pelo valor R$ 3 600 000,00. O valor do
metro quadrado desse terreno foi de

A) R$ 30,00

B) R$ 300,00

C) R$ 360,00

D) R$ 3 600,00
E) R$ 300 000,00

Um fazendeiro possui um sistema de irrigacao circular para sua plantacdo de alface.
A area irrigada por esse sistema é de 78,5 m2 Ele precisa construir uma cerca
quadrada ao redor da area irrigada para proteger a plantacao de animais, mantendo
a cerca o mais proximo possivel da plantacdo. Qual é a medida da area delimitada
pela cerca que o fazendeiro precisa construir? (Utilize: 1t = 3,14)

A) 50 m?

B) 78,5 m2
C) 100 m?
D) 125 m?
E) 150 m?2
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ATIVIDADE 3

(Enem 2011 - Adaptada) Numa sementeira, cinco canteiros quadrados serdo
preparados para plantar, em cada um, dois tipos de sementes: A e B. Os canteiros
estdo representados segundo as figuras:

Obs.: o ponto C representa
c o centro do canteiro

| Il Il v \"

Suponha que cada canteiro tem 1 m? de area e que nas regides sombreadas de cada
canteiro serdo plantadas as sementes do tipo A. Qual o total da area, em m?
reservada para as sementes do tipo B?

A) 1,25
B) 2
Q25
D)3
E)5

ATIVIDADE 4

Para a comemoracdo de 10 anos de funcionamento, um comerciante de uma loja de
aquarios decidiu fazer a pintura de uma parede lateral de sua loja. Ela possui 6
metros de largura e 10 metros de altura. Além disso, na parede existem duas janelas
com dimensdes de 80 cm por 1 m, duas janelas com dimensdes de 50 cm por 1,10 m
e uma porta com dimensdes 80 cm por 2,170 m.

Para a pintura ele comprou apenas latas de tinta na cor branca e utilizou corantes
que ja havia comprado por R$ 123,45. Sabendo que cada lata de tinta custa R$ 45,30

e que o rendimento de cada lata é de 18 m?, responda:

A) No minimo quantas latas de tinta foram
necessarias para a pintura de toda a parede?

B) Qual o total gasto na compra das latas de tintas?

C) Qual o valor total gasto na pintura?

Fotografia: Erik Mclean
Public Domain
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A prefeitura de Jerébnimo Monteiro, no interior do Espirito Santo, esta organizando
uma festa para comemorar o aniversario da cidade no parque municipal. O parque
tem um formato retangular, com dimensdes de 180 metros de comprimento por 200
metros de largura. Para garantir a seguranca de todos os participantes, o Corpo de
Bombeiros recomenda que a densidade média em eventos desse tipo ndo exceda
cinco pessoas por metro quadrado.

Com base nas recomendagdes de seguranca, qual é o nUmero maximo de pessoas
que podem participar da festa?

A) 40 000
B) 90 000
C) 180 000
D) 360 000
E) 720 000

Um jardineiro esta projetando um jardim circular com uma fonte no centro. O jardim
tem um raio de 5 metros e a fonte tem um raio de 3 metros.

jardim

Qual é a area da coroa circular formada entre a borda do jardim e a fonte?
(Utilize: t = 3,14)

A) 21,98 m2
B) 28,26 m?
C) 50,24 m?
D) 54,32 m2
E) 106,76 m?2

Vocé tem uma corda de 24 metros e quer construir dois padrdes geométricos .
diferentes usando essa corda. Primeiro, vocé cria um quadrado. Depois, com a .
mesma corda, vocé constréi um retangulo, cuja base corresponde a % da altura.

Qual é arazao entre as areas do retangulo e do quadrado?
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ATIVIDADE 8

(Enem 2016 - adaptada) Um casal e seus dois filhos sairam, com um corretor de
iméveis, com a intencdo de comprar um lote onde futuramente construiriam sua
residéncia. No projeto da casa, que essa familia tem em mente, irdo necessitar de
uma area de pelo menos 400 m2. Apos algumas avalia¢des, ficaram de decidir entre
os lotes 1 e 2 da figura, em forma de paralelogramos, cujos pre¢os sao R$ 100 000,00
e R$ 150 000,00, respectivamente.

30 M —

/— sen 60° =0,87
777 cos 60°=0,5

Lote 1 15 m @? tg 60° = 1,73

60° o :

Lote 2 15m
ol

- 30 m

Para colaborarem na decisdo, os envolvidos fizeram as seguintes argumentacdes:

Pai: Devemos comprar o Lote 1, pois como uma de suas diagonais € maior do que as
diagonais do Lote 2, o Lote 1 também tera maior area;

Mae: Se desconsiderarmos os prec¢os, poderemos comprar qualquer lote para
executar nosso projeto, pois tendo ambos o mesmo perimetro, terdo também a
mesma area;

Filho 1: Devemos comprar o Lote 2, pois € o Unico que tem area suficiente para a
execucao do projeto;

Filho 2: Devemos comprar o Lote 1, pois como os dois lotes possuem lados de
mesma medida, terdo também a mesma area, porém o Lote 1 € mais barato;

Corretor: Vocés devem comprar o Lote 2, pois é 0 que tem menor custo por metro
quadrado.

Qual foi a pessoa que argumentou corretamente para a compra do terreno?

ATIVIDADE 9

Dona Maria, com o sonho de ter um belo jardim retangular em seu quintal, dispde

de 40 metros de tela para cerca-lo. Sua paixao por jardinagem e o desejo de otimizar .

o espaco disponivel a levam a questionar:

Qual é a maior area possivel, utilizando os 40 metros de tela disponiveis?
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A bela Igreja Matriz de Sao José, localizada em Baixo Guandu, municipio do Espirito
Santo, esta passando por uma reforma e tera um vitral novo, com o formato de um
trapézio retangulo, cujas medidas estdo representadas na imagem seguinte.

6{} G‘ﬂ *

Wwo 001

70cm

Qual é a medida da area desse vitral?

Determine a drea da regido sombreada na figura abaixo.

20 mm

20 mm
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