GOVERNO DO ESTADO
DO ESPIRITO SANTO

Secretaria da Educagdo

Material

Estruturado <

3 CONEXOes  maremaricas

A

QUINZENA NN  Sepu-2025

08

12/05 a 16/05

SUBSECRETARIA DE EDUCAGAO BASICA E PROFISSIONAL

GERENCIA DE CURRICULO DA EDUCAGAO BASICA

22 Série | Ensino Médio

MATEMATICA

FUNCAO LOGARITMICA: FUNCAO INVERSA E A RELACAO
ENTRE FUNCOES LOGARITMICAS E EXPONENCIAIS.

HABILIDADE(S)

EXPECTATIVA(S) DE DESCRITOR(ES) DO
APRENDIZAGEM PAEBES

EM13MAT403 Analisar e
estabelecer relacdes, com
ou sem apoio de
tecnologias digitais, entre as
representacbes de funcbes
exponencial e logaritmica
expressas em tabelas e em
plano  cartesiano, para
identificar as caracteristicas
fundamentais (dominio,
imagem, crescimento) de
cada funcdo.

e Construir tabelas de valores | DO88_M Utilizar funcao
para funcdes exponenciais e | exponencial na
logaritmicas, explorando o | resolu¢do de problemas.
comportamento numérico de
cada uma.

e Comparar, com ou sem
auxilio de software, graficos
de uma funcdo exponencial e
sua respectiva inversa (func¢ao
logaritmica), expressando a
relacdo entre potenciacdo e
logaritmo de numeros reais
de mesma base.

e |dentificar e descrever o0s
conceitos de dominio,
imagem e crescimento em
funcdes exponenciais e
logaritmicas.
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As funcBes logaritmicas sdo fascinantes por sua capacidade de representar padrdes
de crescimento e decaimento em diversos contextos. Mas e se olharmos para um
conceito ainda mais amplo? Existe uma relacdo fundamental entre as funcbes
logaritmicas e exponenciais: elas sao fun¢des inversas. Isso significa que uma desfaz

a operacdo da outra, e juntas, formam um par essencial na matematica.

Pense no crescimento de uma populacdo de bactérias em um ambiente favoravel.
Inicialmente, elas se multiplicam rapidamente, dobrando de quantidade em curtos
intervalos de tempo. Esse crescimento pode ser modelado por uma func¢do
exponencial. Agora imagine que queremos descobrir ha quanto tempo essa
populacdo comecou a crescer, dado um numero atual de bactérias. Para isso,
utilizamos a funcdo logaritmica, que nos permite voltar no tempo e determinar a

origem desse crescimento.

Essa relacdo de inversdo se reflete nos graficos: enquanto a funcdo exponencial
cresce rapidamente para valores positivos de x, sua inversa, a fun¢do logaritmica,
cresce de maneira mais lenta, estendendo-se indefinidamente a direita. Essa
simetria nos ajuda a compreender como certos fendmenos podem ser analisados
sob diferentes perspectivas - seja no crescimento acelerado de uma tendéncia ou na

busca pelas condi¢des iniciais que levaram a esse crescimento.

Explorar essa conexdo entre exponenciais e logaritmos é essencial para entender
desde o comportamento de circuitos elétricos até algoritmos computacionais de
compressao de dados. Aprofundar-se nessa conexao permite uma visao mais ampla
sobre como esses modelos matematicos se complementam na descricdo de

processos naturais e tecnolégicos. Bons estudos!
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O CONCEITO DE FUNCAO INVERSA

Antes de explorarmos as relacdes entre funcBes exponenciais e logaritmicas, é
fundamental compreender o que significa dizer que uma funcdo é a inversa de
outra.

Definicao formal de funcao inversa

Uma funcdo f: A — B tem uma funcdo inversa f': B — A se, e somente se, f
for bijetora, ou seja, injetora (valores distintos de x geram valores distintos de y) e
sobrejetora (todo elemento do conjunto de chegada B tem pelo menos um
correspondente em A), tal que:

1 (f(z) =z, para todo = € A.

f (f_l (v)) =, para todo y € B.

Ou seja, dada uma funcdo bijetora f, sua fung¢do inversa, denotada por -1 € aquela
que reverte a operacdo realizada por ¢, e vice-versa. Em outras palavras, se f(z) =y,
entdo fl(y)==.

O crescimento de cristais pode ser modelado por uma fungh
logaritmica, onde a velocidade de crescimento diminui com o tempo.
A inversa dessa funcdo pode ser usada para determinar o tempo
necessario para que um cristal atinja determinado tamanho, o que é
importante em processos industriais de fabricacdo de cristais e
semicondutores, que podem atuar tanto como condutores quanto
como isolantes, o que os torna essenciais para a eletrénica moderna.
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Considere a fungdo bijetora f(z) =2z +3. Para encontrarmos a sua inversa,

podemos fazer os seguintes procedimentos:

1. Troque f(z) por y.
y=2x+3

2. Isole a variavel x para fazer a sua equagao em termos de ¥.

-3
:2x+3—>2x:y—3—>x:—y2

3. Substitua z por 1 (y).

Por fim, para consolidar o conceito de fung¢do inversa, vamos aplicar alguns valores
arbitrarios de x na funcdo do exemplo dado. Em seguida, utilizamos os valores
obtidos para verificar se a funcdo inversa realmente desfaz a operagao, retornando

ao valor original de . A tabela a seguir mostra esse processo:

v |50 =240 oiao |70 =5 i
I o B R e =
2 (—15)+3
—Ls :£3+;:0 0 |22 =P-1s| 15
0 :2(')(1?)3:33 3 % s % =0 0
5 :216(+5)3+:313 13 132_ 3 12—0 =5 5

Tabela 1: Verificacdo da inversibilidade da funcdo do exemplo dado.

Como podemos ver nesses exemplos da tabela 1, ao aplicar um determinado valor
de x a f(x), obtemos um valor y. Quando aplicamos esse y em f ' (y),
recuperamos o valor original de x, confirmando que f~! realmente desfaz a
operagdo de f.
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Visualizando o grafico da fungao e da sua inversa

Para compreender melhor a relagdo entre uma fung¢do e sua inversa, representamos

graficamente, na figura 1, a fun¢do dada no exemplo, f(z) = 2z + 3, juntamente com

r—3

sua inversa, fl(z)= . Nesse contexto, utilizamos & como variavel de

entrada de ambas para comparar diretamente o comportamento das duas func¢des
para os mesmos valores. Além disso, incluimos a reta identidade ¥ = ¥, que
desempenha um papel fundamental na interpretacdo geométrica das funcles

inversas.

Figura 1: Comparacdo do grafico de uma fungao e sua inversa.

Uma propriedade essencial das func¢des inversas é a simetria de seus graficos em
relacdo areta Yy — . Isso significa que, se um ponto (a;b) pertence ao grafico da
fungdo f, entdo o ponto (b; a) pertence ao grafico de f_1 :

Para ilustrar essa simetria, destacamos no grafico os seguintes pares de pontos, que
também podem ser confirmados pelos valores apresentados na tabela 1:

e (—3;—3), que é um ponto presente em ambas as funcdes;
e (—1,5;0)em f, e seu correspondente (0; —1,5) em f~1;e
e (0;3) em f, e seu correspondente (3;0) em f~1.
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Essa reflexdo dos pontos em relacdo a reta Y = T é uma caracteristica marcante
das fungdes inversas. Geometricamente, essa propriedade reforca a ideia de que a
inversa de uma funcdo "desfaz" sua operacdo original, trocando as posi¢cdes de

entrada e saida.

A percepcdo de brilho e intensidade luminosa no olho humano segu}
uma funcdo logaritmica. Isso significa que a nossa capacidade de
perceber diferencas de brilho é uma fung¢do inversa de uma funcdo
exponencial que descreve a quantidade de luz que incide sobre a
retina. A inversa dessa relacdo ajuda a explicar como ajustamos nossa
percepcdo ao lidar com mudancas em intensidade luminosa em/

ambientes com diferentes niveis de iluminacao.

A FUNCAO LOGARITMICA COMO INVERSA DA FUNCAO
EXPONENCIAL

Agora que compreendemos o conceito de fung¢do inversa, vamos demonstrar que a
funcao logaritmica é a inversa da funcao exponencial. Para isso, podemos partir da
definicdo de uma das fun¢des (lembrando que ambas sdo bijetoras) e isolar a

variavel g, como foi feito no exemplo do tépico anterior.

Assim, consideremos a fun¢do exponencial f:R — R, definida por:
f(z) = a”, emquea>0ea # 1.
Trocando f(z) por y, temos:
Yy=a
Agora, aplicamos a defini¢do de logaritmo paraisolar x:
y=a" <z =1log,y
Por fim, substituindo & por f~!(y), obtemos a fun¢do inversa:

£ (y) = log, y B
O]

Portanto, a funcdo logaritmica é a inversa da funcdo exponencial, ou seja,
f1:R* — R.lIsso significa que a fun¢do logaritmica "desfaz" a exponencial.



Verificacao da relacao de invertibilidade entre as fungoes

Agora, verificamos que ao aplicar uma func¢do seguida de sua inversa, recuperamos
o valor original:

1. Verificando f~!(f(z)) = z:

f7 (£ (2)) =log,a”
Pela propriedade de logaritmo de potenciagdo, temos

1

log,a® =z - logra =zxz-1==z

2. Verificando  f(f ' (y)) = v:
F{7 () = o=
Pela propriedade fundamental de logaritmo, temos que:
qlo8.y — y

Dessa forma, comprovamos que a funcdo exponencial e a func¢do logaritmica sao
realmente inversas uma da outra.

Na figura 2, observamos o grafico da funcdo exponencial de base 2, f(z) =27
juntamente com sua inversa, a func¢do logaritmica de base 2, f(z) =logy . Areta
identidade y = x destaca a simetria entre os graficos, evidenciando que cada
ponto da funcdao exponencial tem um correspondente refletido na funcdo
logaritmica. Em particular, os pontos (1;0) e (0;1) ilustram essa reflexdo, reforcando a
relacdo entre as fungdes inversas.
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—T@)=7
-/ (z) = logy @

nu-.y=x

Figura 2: Simetria entre as func8es exponencial e logaritmica de base 2




Exercicios
Resolvidos

Exercicio 1
Sabendo que f(x) = 3% encontre £ 1(27).

Resolug¢éo

A funcio inversa de f(z) = 3% ¢ f !(z) = logs . Assim,

F7127) = log; 27 = log, 3° = 3- lggs3 —3-1=3
3 3 3

Portanto, f1(27) = 3.
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Exercicio 2

A funcdo exponencial f(x) = 5% passa pelos pontos A(2;25) e
B(—1;0,2).

a) Determine os pontos correspondentes a A e B no grafico de sua inversa.
b) Escreva a expressao f_l(m) e verifique se os pontos obtidos pertencem ao
seu grafico.

a) Sabemos que a inversao de uma fung¢do troca os papéis de x e y. Assim, os pontos
do grafico da inversa serao:

o Se(2; 25)pertencea f,entdo (25; 2)pertencea f L.

e Se(—1;0,2)pertencea f ,entdo(0,2; —1)pertencea f .

b) A fungdo f(x) = 5% tem como inversa a funcdo logaritmica de mesma base:
f (=) = logs =

Agora, verificamos se os pontos (25; 2)e (0,2; —1)pertencem ao grafico de
f (@)
1
f71(25) = log; 25 = logs 5° = 2- logsB =2-1=2

1
£7!(25) = log5 0,2 = log; = = log; 5~ = —1 . logs8 = -1-1=-1

Os valores conferem, confirmando que os pontos encontrados realmente pertencem

ao grafico da inversa.

10
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Material

Matematica em Contexto: fun¢do exponencial, funcao
logaritmica e sequéncia. (DANTE).

Capitulo 2: Funcgao logaritmica.
e Afuncdo logaritmica. (p. 88 - 89).

LIVROS DIDATICOS

Prisma Matematica: fung¢des e progressdes. (BONJORNO)

Capitulo 3: funcdo logaritmica.
e Funcdo logaritmica. (p. 101 - 102).

Matematica

VIDEOAULAS

@ Portal da OBMEP
Funcao Logaritmica

Professor(a),
nesse link vocé encontra trés
videos sobre Logaritmo. Eles
podem ser um suporte para o
estudo do aluno, caso considere
necessario.

1


https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=96
https://portaldaobmep.impa.br/index.php/modulo/ver?modulo=96
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As fungdes f(x) =logsx e g(xz) =8" sao:

a) Opostas d) Pares
b) impares e) Constantes
¢) Inversas

(SAEPE) No gréfico abaixo, esté representada a funcdo definida por f(x) = 3" e
sua inversa.

f(x) =[3"

Afuncido inversa de f(x) = 3" representada no graficopor f~!(x) =y é
¢ Y

b)y = logsx
c)x = log, 3
d)y = —3"

e)y =logiy
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ATIVIDADE 3

Observe as representacdes graficas 1 e 2 a seguir:
Grafico 1 Grafico 2

f{x;’ 9(x)’

10

A W B O O =~ 0 W

Com base nas representa¢des graficas acima, analise suas caracteristicas e
defini¢cdes correspondentes e marque a alternativa incorreta:

a) Com base nas representacdes graficas 1 e 2, podemos afirmar que o grafico 1
representa a funcdo exponencial do tipo f(x) = a® enquanto o gréfico 2 representa
a funcao logaritmica do tipo g(z) = log, z. Ambas as funcdes sdo crescentes, pois
a base a é maior que 1.

b) O dominio de uma funcdo corresponde aos valores possiveis que podem ser
atribuidos a x na fun¢ao. Assim, no grafico 1, o dominio abrange todos os valores
reais de x, ou seja, x IR. No gréafico 2, o dominio é restrito aos valores reais
positivos, ou seja, x > 0.

c) No grafico 1, o conjunto imagem é representado por y > 0, ou seja, y assume
apenas valores positivos. No grafico 2, o conjunto imagem inclui todos os valores de
y, sem restri¢cBes, podendo ser qualquer numero real.

d) Se o gréfico de f(z) = a” for crescente, o grafico de sua funcdo inversa, f_l(«’f),
também sera crescente. No entanto, a inclinagdo de (%) sera mais suave,

especialmente para valores grandes de x.

e) O grafico 1 corresponde a funcdo exponencial f(x) = 10”, Portanto, sua funcdo .

inversa, representada no grafico 2, é dada por g(z) = log% T .

13
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ATIVIDADE 4

Lucas e Jodo estavam estudando o comportamento de diferentes fun¢bes quando,

em determinado momento, se depararam com um desafio. Utilizando a funcao
Y= (é)z Lucas tinha como objetivo determinar o valor de y para cada valor de x,
conforme mostrado na Tabela 1. Em seguida, ele pediu a Jodo para representar, em
uma nova tabela (Tabela 2), os valores de x e y da funcdo inversa da funcao
exponencial, ou seja, da fun¢do logaritmica, representada por Yy = log% X .

a) Ajude Lucas a completar a Tabela 1 e Jodo a realizar a tarefa, preenchendo a

Tabela 2 com os valores correspondentes de x e y.

X |y=/flz)= (—)x (x, y) b¢ y =logi x

-1
y y=(1> _5'—5| (1,5)

b) ApOs preencher as Tabelas 1 e 2, utilize seu caderno para representar as
coordenadas (x, y) de ambas as tabelas em um mesmo plano cartesiano. Em seguida,

trace o grafico da funcdo f(x) e de sua inversa f'(x).

) Indique qual é o dominio e o conjunto imagem para as funcdes f(x) e f_l(x) {

e ~ —1 . . ~
d) Observe os graficos das funcdes fix) e f~ (), e indique se elas s3o crescentes ou
decrescentes, justificando sua resposta com base no comportamento numérico das

func¢des para os valores de x escolhidos.

14
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Considere a funcdo logaritmica f(x) dada por f(:c) = logg x . Determine o que se
pede a seguir:

a) f(216) = d) x tal que f(x) = 2
b) D(f) = o) fH(x) =
o) Im(f) = f) f71(1) =

Uma startup de tecnologia esta desenvolvendo um novo aplicativo de mensagens, e
0 numero de usuarios do aplicativo esta crescendo de forma exponencial ao longo
do tempo. A evolucdo desse numero de usuarios é modelada pela funcao

ial: )
exponencia N(t) — N, - 60,151¢

onde N(t) representa o numero de usudrios do aplicativo apés t meses, Ny é o
ndmero inicial de usuarios (no momento do langamento) e t € o tempo, em meses,
desde o lancamento do aplicativo.

A equipe de marketing da startup deseja estimar o tempo necessario para que o
numero de usuarios do aplicativo atinja um determinado valor N(t). Para isso, eles
usam a funcdo logaritmica derivada da equacdo exponencial (fun¢do inversa da

exponencial): log (m)
e No
0,15

A seguir, analise e responda as questdes propostas:

a) ldentifique o dominio e a imagem da fun¢do N(t) = Nj - e15

representa o tempo e que N(t) representa o nimero de usuarios.

e
0,15

. Lembre que t

b) Identifique o dominio e a imagem da funcdo ¢ = . Lembre que N(t)

representa o numero de usuarios e t representa o tempo.

15
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O professor escreveu no quadro da sala de aula a seguinte equacao exponencial:
10 =3
Em seguida, solicitou que um aluno apresentasse uma solucdo para o expoente x,

sem utilizar uma calculadora. Assim, o aluno expressou a solu¢do para x da seguinte
forma:

a)r =0

b)x =2

c)x = logs 10

d)x =log3

e)x =log10

Sabemos que o pH de uma solucdo é dado pela férmula pH = —log[H*] . Dessa

maneira, podemos afirmar que se o pH de uma substancia é 10, entdo a
concentracdo de [H7] é:

a)1071 ) — 10%° e) —1
b) 10*° d) 1010

ATIVIDADE 9

A lei que mede o ruido é definida pela expressdo f2 =120+ 10-logI, em que/é a
intensidade sonora, medida em watt por metro quadrado (W/m?) e R é a medida do
ruido, em decibéis (dB). Nosso ouvido capta sons a partir de 0 dB, e uma conversa
normal gira em torno de 60 dB. Ja em niveis acima de 100 dB, apenas 3 minutos ja
sdo suficientes para danificar as células auditivas.

A intensidade sonora (/) para um som de 100 dB é igual a:

a) 10712 W/m?

b) 1072 W/m?

c) 10 W/m?

d) 10*> W/m?

e) 1012 W/m?

16
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Dentre os problemas decorrentes da automedicacao, esta a ingestao excessiva de
medicamentos. Quando um paciente ingere um medicamento, a droga entra na
corrente sanguinea e, ao passar pelo figado e pelos rins, € metabolizada e eliminada
a uma taxa que € proporcional a quantidade ingerida e ao tempo decorrido.
Suponha que a quantidade de determinado medicamento no organismo possa ser
modelada pela funcdo Q(t) = Qo - (0,5)" ,em que Qo é a quantidade ingerida (em
mg) e Q(t) é a quantidade do medicamento no organismos (em mg) decorridas t
horas da ingestao.

Se um paciente ingerir uma super dose de um medicamento cujo principio ativo é de
500 mg, apds quanto tempo no organismo a quantidade da droga sera igual a 90
mg? (Considere: [og5 ~ 0,70 e log0,18 ~ —0,74).

a) 0,41 horas
b) 1,06 horas
c) 2,47 horas
d) 3,6 horas
e) 5,6 horas

I,

Que tal explorar um pouco mais sobre equac¢des Logaritmicas?
Trouxemos esta tarefa complementar para que vocé possa aprender um pouco mais

sobre essas equagbes que, algumas vezes, precisamos recorrer para resolver
problemas abordando fun¢des Logaritmicas.

Considerando as equacdes logaritmicas a seguir, determine o conjunto solucdo para
cada uma delas.

a) loge (x +4) = loge 25
b)log, 2-x)—1=2
c)logs 125 = x— 4

d)log x +log 4 = log,; 9

17
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