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MATEMATICA

A CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

HABILIDADE(S)

EXPECTATIVA(S) DE
APRENDIZAGEM

DESCRITOR(ES) DO
PAEBES

(EM13MAT306) Resolver e
elaborar  problemas em
contextos que envolvem
fendbmenos periddicos reais
(ondas sonoras, fases da lua,
movimentos ciclicos, entre
outros) e comparar suas
representacbes com  as
funcdes seno e cosseno, no
plano cartesiano, com ou sem
apoio de aplicativos de
algebra e geometria.

Identificar arcos na circunferéncia
trigonométrica.

Associar @ um arco na
circunferéncia trigonométrica
uma medida angular.

Escrever a medida angular de um
arco na circunferéncia
trigonométrica em graus ou em
radianos.

Reconhecer arcos cbéngruos na
circunferéncia trigonométrica.
Associar um arco AP (origem em
A de coordenadas (1,0)) na
circunferéncia trigonométrica ao
ponto de extremidade P.
Corresponder a um ponto P na
circunferéncia trigonomeétrica a
medida do comprimento do arco
AP (sendo o ponto A a
extremidade na origem (1,0))
expressa por numero real alfa.

D043_M Identificar a
localizacao de pontos no
plano cartesiano.

Caro(a) Professor(a),

Informamos que, a partir da Quinzena 14, o Material Estruturado incluird todo o
conteudo relativo a esta quinzena, de modo a nédo haver mais duas capas e
sintetizar o contetiido em um unico volume. Esperamos, assim, que essa mudanga
facilite o seu trabalho, planejamento e sua organizagéo em sala de aula.
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A origem da trigonometria remonta a, aproximadamente, 2 000 anos antes de Cristo,
e seu uso inicial como uma ferramenta para a medicao de angulos para construcao
das piramides do Egito; no relégio de sol pelos egipcios, babildnicos e gregos; e na
astronomia por Hiparco e Ptolomeu.

Hiparco mediu com precisdo a dura¢ao de um ano e elaborou o primeiro catalogo de
estrelas. Os Egipcios tinham conhecimento sobre tangentes e as piramides eram
construidas de tal forma que suas faces formavam um angulo de 52° com o plano da
base.

Vocé pode notar que a medicao de angulos é tao antiga quanto podemos imaginar e
uma tarefa essencial para o desenvolvimento de diversas aplica¢des.

Como primeiro material de estudo de trigonometria, nesta quinzena estudaremos os
angulos para responder a duas perguntas principais: Quais unidades de medida
podemos usar para medir angulos? Como associar angulos e arcos de uma
circunferéncia?

Bons estudos!

Galadxia Andromeda Piramide do Egito
Design: NASA CCO Design: Getty Images Signature
Fonte: Canva Imagens Fonte: Canva Imagens
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Conceitos e
Contetidos

A CIRCUNFERENCIA E SEUS ELEMENTOS

Considere um ponto O num plano. A
circunferéncia é definida como um conjunto de
pontos desse plano que distam exatamente r de
O. O ponto O é chamado de centro da
circunferéncia e r € chamado de raio da
circunferéncia.

Circunferéncia de centro O e raio r
Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Corda e Diametro

Dados dois pontos A e B de uma circunferéncia de centro O e raio r, 0 segmento de
reta AB é uma corda da circunferéncia. Se o centro da circunferéncia (O) pertencer
ao segmento AB, essa corda se chama diametro.

N

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

AB é uma corda da circunferéncia AB é um diametro da circunferéncia

Arco de circunferéncia e angulo

Dados dois pontos A e B de uma circunferéncia de centro O, podemos definir o arco
AB como sendo a intersecdo do angulo AOB com a circunferéncia.

O angulo AOB é chamado de angulo central e o arco AB é chamado de arco
correspondente a esse angulo. Como existe essa correspondéncia entre o angulo
central e o arco, dizemos que a medida do arco é igual a medida do Gngulo central
correspondente.
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Arco de uma circunferéncia associado a um
angulo central BOA

Arco de uma circunferéncia
associado a um angulo central AOB

Caso A e B sejam extremidades de um diametro da circunferéncia o arco AB é
chamado de semicircunferéncia, observe a figura abaixo.

w

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

N
L

Arco AB representa uma semicircunferéncia

Medidas de arcos

Quando medimos angulos e, consequentemente, arcos é comum usarmos como
unidade de medida o grau (°). Neste material vamos conhecer uma nova unidade de
medida: o radiano (rad).

4 Grau A Radiano

f

Radiano é um arco unitario
cujo comprimento é igual ao
raio da circunferéncia que o

Grau é um arco unitario

com medida igual a ! da
360

circunferéncia que o contém.

&

J

.

contém.

Observe na figura abaixo a representacao do radiano.




2 CONCXOSS  MaTeMaTicas
/L_«"_“OP,

AAAAAA

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Seguindo assim, um arco com medida igual a um diametro equivale a 2 radianos; um
arco com medida igual a 4 raios, equivale a 4 radianos; e, um arco equivalente a
circunferéncia completa equivale a 2m radianos, ja que a circunferéncia possui
comprimento igual a 2rr.

Estas rela¢cbes podem ser observadas nas figuras abaixo.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

A partir da terceira circunferéncia ilustrada acima podemos desenvolver a rela¢do
entre graus e radianos: sabemos que um arco equivalente a circunferéncia completa
corresponde a 21 radianos, no entanto, ele também equivale a 360°.

Assim, para determinar a medida de outros angulos em radianos, usamos a
proporcionalidade. Observe a seguir como transformar os angulos de 90° 180° e
270° radianos:

angulo de 90°

2T _ 360° . . 90° - 27490 o2 -
. goe = 907 2m=360" 0 > & = — =5 = T = 5 rad.

angulo de 180°

2m 360° 1807 - 277150 2g+?
o :> 1 °. 2 — °. = = et .
r  180° 80" -2 =360" -z = x 36071150 572 T rad

angulo de 270°

2 360° 270° - 2090 6772 3
— = 270°-271 = 360° -z = = = — — 2" rad.
T o 2700 T z z 3600%90 4%2 2 ra




Observe abaixo esses trés

circugferéncia.

180° = wrad

270° =

A 2

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

A equacao da circunferéncia

Considere agora uma circunferéncia de
raio r desenhada no plano cartesiano de
modo que seu centro coincida com a

origem do plano cartesiano.

E possivel determinar uma equacdo que
representa essa circunferéncia:

2?4 =7

e 2
e
1 .
f
i

3
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angulos e seus arcos AOP correspondentes

na

rad( ( o ’
P

Assim, observando a figura ao lado
identificamos trés circunferéncias:

— 2t yP=1—r=1.
—_—— a:2+y2:4—>r:2.
—— 2+t =16 > r=4.
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Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

representa essa circunferéncia:

(@ —a)" +(y—b)* ="
Assim, na a figura ao lado, identificamos duas

circunferéncias:

(@-1)"+(y—-2)°=4

—— -9+ (-5’ = 1.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

obtendo:

(t—1)2+y-2>2=4=2>-20+1+y —dy+4=4=>2>+y> - 20 —4y+1=0

Considere agora uma circunferéncia de raior
desenhada no plano cartesiano de modo que
1 seu centro coincida com o ponto O=(a,b).

E possivel determinar uma equacdo que

Podemos, ainda, desenvolver as expressoes,

——(z—4)2+(y-5) =1=2>-82+16+1°—10y+25=1=2>+3> — 8z — 10y +40 =0
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A CIRCUNFERENCIA ORIENTADA

Considere, num plano, uma circunferéncia de centro y

Oeraior.

Defina um ponto A como ponto de referéncia, \+
podemos orientar essa circunferéncia a partir desse A
ponto. Considera-se como orientagdo positiva o

sentido anti-horario de percurso partindo de A e, J-

consequentemente, a orientacdo negativa é o sentido
horario de percurso partindo de A.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
Todo ponto na circunferéncia pode ser representado através de dois arcos: um no
sentido anti-horario e outro no sentido horario. Observe alguns exemplos abaixo:

: a

Arco AP azul equivale a 90°
Arco APvermelho equivale a -270° /

K Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

a4 N 2R

U u Arco AP azul equivale a 180°
Arco Apvermelho equivale a -180° /

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

A A
Arco AP azul equivale a 270°

Arco APvermelho equivale a -90° /

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celerl
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A CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Considere, no plano cartesiano, a circunferéncia de centro na origem e raio 1.

Observe abaixo:

Elaborado por Maurici

any
W

o de Oliveira Celeri

Consideramos agora o ponto A (1, 0) como origem de todos os arcos e orientamos
essa circunferéncia como feito anteriormente: considera-se a orienta¢do positiva
como o sentido anti-horario de percurso partindo de A e a orientacdo negativa como

o sentido horario de percurso partindo de

A.

\J{

4Ry

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

A essa circunferéncia damos o nome de circunferéncia trigonométrica ou ciclo

trigonométrico. Ainda podemos dividi

qguadrantes:
y

1

20
quadrante

r a circunferéncia trigonométrica em 4

30
quadrante

X

10
quadrante
4° :

quadrante

—1

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri
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O objetivo € associar cada numero real a um ponto da circunferéncia trigonomeétrica,
para isso, ndo vamos fazer distincdo entre um numero x, um angulo de medida x
radianos e um arco associado a um angulo de x radianos.

Assim, por exemplo, o numero Tt esta localizado na
extremidade do arco AB cuja medida é igual a 1
radianos. Ja o numero -2 esta localizado na
extremidade do arco AC cuja medida é igual a 2
radianos, no entanto, esse arco é contado no g N
sentido horario, ja que é negativo.

Veja, ao lado, a localizacdo destes dois numeros na
circunferéncia trigonométrica.

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

C

Aimagem de e aimagem
de-2éC.

Se a medida do angulo que desejamos associar a um ponto da circunferéncia
trigonométrica estiver dada em graus, devemos, primeiramente, transforma-la para
radianos.

Vamos localizar o angulo de 240° no circulo trigonométrico. Inicialmente,
transformaremos essa medida para radianos:
2 __ 360° 240°-2r  2-27  4m

= 240° 27 =360° -z = z = — = rad.
Tz 240° : T 60 3 3

. ~ p . , 3T .
Assim, o angulo de 240° esta localizada entre os niumeros T e o5 observe abaixo:

P

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

Alimagem de 240° é P.

Quando desejamos localizar um numero na circunferéncia trigonométrica e ele é
maior do que 21t ou menor do que -2, isso significa que devemos dar mais de uma
volta na circunferéncia.

. . 5 . A . . P
Vejamos como localizar 7” na circunferéncia trigonométrica:
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Note que
9 o 4T+ o+ T
— = —F— =21+ <.
2 2 2
Ou seja, para determinar a localizacao de 57” precisamos dar uma volta completa e
. 7'('.
mais -
4 N
P

5
()
o
o
g
o) A + A
3
kel
5
T
=
g
[e]
®
5 27'(' z Al d 5 <z P
Ko} _— .
‘—._3 K 2 Imagem de 5 e /

O mesmo vale para valores negativos. Vamos localizar —3m na circunferéncia
trigonométrica:

Note que
g 3t =-2r—7

Ou seja, para determinar a localizagdo de —3w precisamos dar uma volta completa

no sentido horario e mais 7, também no sentido horario:

5

Ko}

(@]

o

‘o

2

8 A + P A
©

o

L

5

[}

s

5]

o

o

©

o

[e]

a —27 —T Aimagem de —37 é P.
2\ : ~

. . . 5 L
Observe que, no primeiro caso, as imagens de 7” e gcomudem no mesmo ponto P. .
Ja no segundo caso, as imagens de —3m e —7 também coincidem no mesmo ponto P. .

Nesses casos, dizemos que esses pontos determinam arcos congruentes na
circunferéncia trigonométrica, ja que suas imagens sao determinadas pelo mesmo
ponto.

10
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Pensando na orientacdo positiva da circunferéncia trigonométrica, podemos dizer
que —37 coincide com .

Portanto, dizemos que % € a menor representacao positiva de 57” eque méa

menor representacdo positiva de —3r.

A menor representacao positiva (ou primeira representacao positiva) de um
arco é um arco congruo a ele presente na primeira volta no sentido positivo da
circunferéncia trigonométrica.

Outro ponto de atencdo na circunferéncia trigonométrica refere-se a sua simetria.
Observe um exemplo abaixo:

O ponto P é imagem de g
O ponto B é imagem de %

Portanto, o arco AP equivale a um angulo

w

m 3 .
de 3 rad, enquanto PB equivale a um
A T
angulo de ry rad.
Dessa forma, o arco AD equivale a um

angulo de% rad, enquanto BC equivale a

Elaborado por Mauricio de Oliveira Celeri

um angulo de % rad.

Agora, observe que:

7r+7r_37r+7r_47r_27r
2 6 6 6 3
27T_1_67r—7r:5_7r

3 3 3
5

Assim, o ponto C é imagem de 2% e o ponto D é imagem de 5 ou de _g.

1
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Exercicios
Resolvidos

Exercicio 1. Determine a representac¢do grafica da seguinte circunferéncia

2+ (y—3)72 =4

Solucao: Podemos reescrever a equacao da circunferéncia da seguinte forma

(z—0)* 4 (y — 3)* = 22,
Desta forma, o centro da circunferéncia é O=(0, 3) e o raio é r=2. Portanto, a
representacao grafica desta circunferéncia estd corretamente representada na
alternativa b).

Exercicio 2. No skate, algumas manobras levam em considera¢do o angulo de giro
gue o atleta e o aparelho fazem no ar, como é o caso do 540°. Qual a representacao
deste angulo em radianos?

Solucgao:
2r __ 360° 540°-2r 921 6m
= 540°- 27 = 360° -z = z = = = -~ = 37 rad.
z 540° i SN TTE 6 g T Te

Assim, 540° = 31t radianos.

12



marcados.

o~

B

~ *,
CONSXOeS  MmareMaricas $
L)

Exercicio 3. Na circunferéncia trigonométrica abaixo temos alguns

pontos

Com base nas informacdes presentes na imagem, associe os pontos P, Q, R, Se T aos

seguintes valores:

Solugdo: Pela simetria da Circunferéncia Trigonométrica € possivel afirmar que o

ponto T esta associado ao numero
s 127 — 7 117

27T _— — = pr
6 6 6
O ponto Q esta associado a
T 6m — 5T
T— = = = —.
3 6 6 6
Adistanciade 2T aCé
4
3T B 47 — 3 T
T T T4 T
Assim, P estd associado a Tesa _g.

O ponto R esta associado a

7r_47r+7r 5%

TtYT T T
Portanto, a associacao correta é:
(S) (Q (R) (P) (T)
T b ST T 117
4 6 4 4 6

13
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: CONeXOes  wmaremaricas

A

= Atividades

A equacdo da circunferéncia que possui centro no ponto C (2,- 3) e raio r = 5, pode
ser representada por:

a)x?+y2+4x+6y-25=0
b)x2+y2+4x-6y+12=0
Qx2+y?+4x-6y-13=0
d)x?+y?2-4x+6y-12=0
e)x2+y?-4x+6y-25=0

Expresse os angulos abaixo em radiano:
a) 70°

b) 150°

c) 290°

d) 350°

e) 450°

ATIVIDADE 3

Expresse os angulos abaixo em grau:

a T
4

by 37
4

C) Z_H
3

g 5
) 6

i

e) —
4

15
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ATIVIDADE 4

. ¥ia . . . . s .
Considere o arco de Erad. Determine as medidas, em radianos, dos arcos simétricos

a ele em relagdo ao eixo das ordenadas (eixo y), a origem O e ao eixo das abscissas
(eixo x). Para os trés casos, determine também seu quadrante.

Se a medida de AOD = 130°, determine as medidas dos arcos (sentido anti-horario):
A) AOB u "I x
B) AOF
C) AOH
D) BOC
E) BOD
F) BOE

G) BOF
H) BOH
) GOH

J) FOG

Para cada arco dado abaixo, encontre 2 arcos cdngruos diferentes. Certifique-se de
que pelo menos um dos arcos cdngruos que vocé encontrar seja negativo.

A) 75° B) 220° C)-130° D) g E) S_H F) _Z_H

3

ATIVIDADE 8

Indique a menor representacao positiva em radianos para os seguintes arcos:

A) %” B) bm C)_S_:rI

3

16



: coNeXOes maremaricas

A

ATIVIDADE 9

O engenheiro Bernardo esta trabalhando no projeto de uma nova pista de corrida
circular para um parque municipal localizado em Serra-ES. Ele precisa definir o
comprimento exato de uma secdo especifica da pista, onde sera construida uma
arquibancada.

Considerando que a pista circular tem um raio de 5 metros, e a secdo da
arquibancada corresponde a um angulo centralde T radianos, determine qual

2
sera o comprimento dessa secao (arco) da pista? (Utilize 1t = 3,14)

Indique, nas regides demarcadas do ciclo trigonométrico da figura, a localizacao de
cada um dos angulos seguintes, que estao expressos em radiano.

13w
® 18

5_11
3
25w

17
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